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Soluzioni e risultati prova parziale del 5 novembre 2013
1. Sia C l’insieme in cui la serie geometrica
∞∑
n=1
(a− |x|)n converge e sia I = [0, a+ 2] allora C ∩ I =
(a) ]a− 1, a+ 1[
(b) ]0, a+ 1[
(c) C
(d) I
(e) ∅
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione. C = {x ∈ R ; −1 < a− |x| < 1} = {x ∈ R ; 1− a < |x| < a+ 1} quindi (a)
2. La soluzione dell’equazione
∞∑
n=4
xn−3 = a e`
(a) a1+a
(b) 1
(c) a2+a
(d) 2a3+a
(e) 3a4+a
(f) nessuna delle altre
a intero da 6 a 10
Soluzione. Si ha
∞∑
n=4
xn−3 =
∞∑
n=1
xn =
x
1− x con |x| < 1 quindi (a)
3. La successione an =
n
√
a+ cos2(an)
(a) tende a 1 per n→∞
(b) oscilla
(c) tende a 0 per n→∞
(d) e` decrescente
(e) e` crescente
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione. Si ha n
√
a ≤ an ≤ n
√
a+ 1 quindi (a)
4. Date le serie a termini positivi: S1 =
∞∑
n=1
(
n
1 + an
)n
, S2 =
∞∑
n=1
n
1 + an2
, S3 =
∞∑
n=1
(
n
1 + an2
)2
allora
(a) S1 converge, S2 diverge, S3 converge
(b) S1 converge, S2 converge, S3 diverge
(c) S1 diverge, S2 converge, S3 converge
(d) S1 diverge, S2 diverge, S3 converge
(e) S1 diverge, S2 converge, S3 diverge
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione. S1 converge, criterio della radice, S2 diverge per il confronto asintotico e S3 converge per il confronto
asintotico, quindi (a)
5. lim
n→+∞
(
1 +
2
n
)an
=
(a) e2a
(b) ea
(c) e−2a
(d) +∞
(e) 0
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione.
(
1 +
2
n
)an
=
[(
1 +
1
n
2
)n
2
]2a
quindi (a)
6. Quale fra le seguenti serie e` la sola convergente
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(a)
∞∑
n=0
1
(n+ a)!
(b)
∞∑
n=1
1
n+ a
(c)
∞∑
n=2
1
lnna
(d)
∞∑
n=1
1√
n+ sin(an)
(e)
∞∑
n=1
1
n
√
n+ a
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione. La serie convergente e` la (a) che e` di tipo esponenziale
7. lim
n→+∞
1 + cos(an) + (a− 1)n3
1 + sin(an)− an3 =
(a) −a− 1
a
(b)
a− 1
a
(c) 0
(d) non esiste
(e) −∞
(f) nessuna delle altre
a intero da 2 a 9
Soluzione. Il limite dato coincide con lim
n→+∞
(a− 1)n3
−an3 quindi (a)
8. Data la successione di termine generale
1− an2
(a+ 1)n2 + 1
, giustificando:
a) Stabilire se monotona (crescente o decrescente)
b) Stabilire il carattere (convergente o divergente)
c) Verificare il limite secondo la definizione
d) Determinare l’estremo inferiore e′ e l’estremo superiore e′′, specificando se rispettivamente massimo e minimo
a intero da 2 a 8
Soluzione. Si ha
an+1 − an = − (2a+ 1)(2n+ 1)
[(a+ 1)n2 + 1] [(a+ 1)n2 + 2(a+ 1)n+ a+ 2]
< 0
quindi la successione e` decrescente. Il suo limite e` il rapporto dei dei coefficienti direttivi, precisamente
lim
n→+∞
1− an2
(a+ 1)n2 + 1
= − a
a+ 1
Per verificare il limite dobbiamo valutare
|an − !| < ε ⇐⇒
∣∣∣∣ 1− an2(a+ 1)n2 + 1 −
(
− a
a+ 1
)∣∣∣∣ < ε ⇐⇒ 2a+ 1(a+ 1) [(a+ 1)n2 + 1] < ε
da cui
n >
⌊
1
(a+ 1)
√
2a+ 1− (a+ 1)ε
ε
⌋
+ 1
Stante che la successione e` decrescente l’estremo inferiore e′ coincide con il suo limite − a
a+ 1
e non e` mimino. L’estremo
superiore e massimo e` il primo termine della successione a1 = −a− 1
a+ 2
9. Dimostrare per induzione su n ∈ N la formula
n∑
k=1
1
(k + a)(k + a+ 1)
=
n
(1 + a)(1 + a+ n)
. Successivamente
calcolare la somma della serie
∞∑
n=1
1
(n+ a)(n+ a+ 1)
Soluzione. Per n = 1 l’affermazione e` vera
1
(1 + a)(1 + a+ 1)
=
1
(1 + a)(1 + a+ 1)
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Supposta vera la affermazione di indice n abbiamo
n+1∑
k=1
1
(k + a)(k + a+ 1)
=
n
(1 + a)(1 + a+ n)
+
1
(n+ 1 + a)(n+ 2 + a)
=
1
n+ 1 + a
(
n
1 + a
+
1
n+ 2 + a
)
continuando
n+1∑
k=1
1
(k + a)(k + a+ 1)
=
1
n+ 1 + a
n2 + (a+ 2)n+ a+ 1
(a+ 1)(a+ n+ 2)
=
1
n+ 1 + a
(n+ 1)(a+ n+ 1)
(a+ 1)(a+ n+ 2)
=
(n+ 1)
(a+ 1)(a+ n+ 2)
il che mostra l’affermazione induttiva.
Infine ∞∑
n=1
1
(n+ a)(n+ a+ 1)
= lim
n→+∞
n
(1 + a)(1 + a+ n)
=
1
1 + a
10. Studiare il comportamento della serie
∞∑
n=1
(
1√
n
− 1√
n+ a
)
a intero da 2 a 9
Soluzione. Si ha
1√
n
− 1√
n+ a
=
√
n+ a−√n√
n(n+ a)
=
a√
n(n+ a)
[√
n+ a+
√
n
]
La serie converge perche´ il denominatore si comporta come n3/2
11. Siano
∞∑
n=0
xn,
∞∑
n=0
yn due serie geometriche convergenti. Verificare usando la definizione che il loro prodotto secondo
Cauchy converge a
1
(1− x)(1− y)
Soluzione. Il termine generale cn della serie prodotto delle due serie con termine generale an e bn e` definito dalla
relazione
cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0 =
n∑
k=0
akbn−k
Nel nostro caso an = xn e bn = yn e allora il termine della serie prodotto e`
cn =
n∑
k=0
xkyn−k = yn
n∑
k=0
(
x
y
)k
= yn
1−
(
x
y
)n+1
1− x
y
=
xn+1 − yn+1
x− y
Osserviamo che quanto scritto ha senso per x += y il caso x = y va trattato a parte. Ora la somma della serie prodotto
e` ∞∑
n=0
cn =
1
x− y
∞∑
n=0
(
xn+1 − yn+1) = 1
x− y
(
x
1− x −
y
1− y
)
=
1
(1− x)(1− y)
che e` quanto volevasi.
Infine se x = y si ha
cn =
n∑
k=0
xkyn−k =
n∑
k=0
xkxn−k =
n∑
k=0
xn = (n+ 1)xn
Quindi la somma della serie prodotto in questo caso e`
∞∑
n=0
cn =
∞∑
n=0
(n+ 1)xn =
∞∑
n=1
nxn−1 =
1
(1− x)2
12. Dimostrare che lim
n→∞
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
= 0. Si suggerisce, eventualmente ragionando per induzione, di trovare una formula
esplicita per
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
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Soluzione si ha che
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
=
1
n
, infatti ragionando per induzione vediamo che per n = 2 la relazione e` vera
essendo
1− 1
2
=
1
2
Poi supposta vera la relazione di indice n si ha
n+1∏
k=2
(
1− 1
k
)
=
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
×
(
1− 1
n+ 1
)
=
1
n
×
(
1− 1
n+ 1
)
=
1
n
× n+ 1− 1
n+ 1
=
1
n+ 1
come volevasi. A questo punto la conclusione e` immediata in quanto
lim
n→∞
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
= lim
n→∞
1
n
= 0
Osserviamo che argomentare che il prodotto
n∏
k=2
(
1− 1
k
)
=
1
n
va a zero in quanto si moltiplicano addendi via via piu`
piccoli non e` corretto. Infatti se si considera il limite del prodotto
lim
n→∞
n∏
k=2
(
1− 1
k2
)
stante che, come si puo` vedere per induzione
n∏
k=2
(
1− 1
k2
)
=
n+ 1
2n
si ha
lim
n→∞
n∏
k=2
(
1− 1
k2
)
=
1
2
09/11/2013 ore 21:54:29
Matricola test aperti plus totale Cognome
1 0000352591 1 3 6 CERONE
2 0000630424 6 6 24 XING
3 0000656347 4 6 18 TARGA
4 0000658460 5 7 22 PASINI
5 0000662164 0 0 0 SALERNO
6 0000685318 3 1 10 POLLINI
7 0000685331 5 5 20 SHPYRKO
8 0000685420 6 9 3 30 BETTUZZI
9 0000685450 6 3 21 MAZZONI
10 0000685471 4 6 18 BILLI
11 0000685598 3 5 14 DEL PRETE
12 0000685836 6 5 23 STOPPA
13 0000685927 4 6 18 BORGOGELLI
14 0000685937 3 4 13 CICATIELLO
15 0000686140 4 0 12 LA ROSA
16 0000686270 6 3 21 BOLOGNESI
17 0000686436 2 2 8 VALENTINI
18 0000686500 3 2 11 MAZZACURATI
19 0000686533 5 5 20 SORCE
20 0000686704 6 5 23 BRUNELLI
21 0000686897 7 6 27 LELLI
22 0000686902 5 5 20 ELORDE
23 0000687141 2 0 6 PIZZUTO
24 0000687196 5 5 20 STANCARI
25 0000687257 7 9 1 31 TOSI
26 0000687267 6 4 22 PORTA
27 0000687322 6 2 20 MANSERVISI
28 0000687327 6 3 21 TROTTA
29 0000687344 6 4 22 SALVI
30 0000687353 4 1 13 ABATE
31 0000687436 1 1 4 NOCENTINI
32 0000687460 5 3 18 CELLURA
33 0000687490 3 4 13 IEPURAS
34 0000687514 7 9 1 31 SANNA PASSINO
35 0000687556 5 0 15 MUSOLESI
36 0000687636 7 9 30 BOZZA
37 0000687651 5 8 23 PIOLI
38 0000687674 6 3 21 COLLINA
39 0000687714 5 5 20 BARTOLI
40 0000687724 7 9 1 31 RAVAGLI
41 0000687893 5 1 16 D'ASCANIO
42 0000687962 4 3 15 GUALDI
43 0000688085 7 9 30 IANNUZZI
44 0000688146 5 7 22 BORRA
45 0000688242 3 1 10 INDELICATO
46 0000688279 6 5 23 HERANA
47 0000688493 3 2 11 CAPORALE
48 0000688814 5 0 15 DI GIOVANNI
49 0000688870 2 0 6 MOROTTI
50 0000688915 5 3 18 FEDELI
51 0000688929 4 2 14 JI
52 0000688961 3 4 13 BURSI
53 0000689123 6 9 1 28 GAMBERINI
54 0000689142 2 3 9 CHIOVINI
55 0000689159 7 5 26 PERRONE
56 0000689162 3 3 12 UGOLINI
57 0000689417 3 6 15 BOSCHI
58 0000689418 7 9 30 OMERI
59 0000689735 5 8 23 PETROLA
60 0000689840 6 6 24 PIANEZZA
61 0000689857 1 0 3 OUAIAOU
62 0000689996 7 7 2 30 BONFIGLIOLI
63 0000690007 5 9 24 AMADIO
64 0000690094 6 5 23 PAOLETTI
65 0000690242 3 0 9 ZHANG
66 0000690642 5 3 18 GIACOMELLO
67 0000690786 7 7 28 BUCCI
68 0000690961 7 8 29 ALBERTAZZI
69 0000691063 4 6 18 BRICCOLANI
70 0000691285 3 4 13 ZULIANI
71 0000691516 5 0 15 CALIMAZZO
72 0000691893 4 3 15 FICO
73 0000692291 5 2 17 TORTORELLI
74 0000692352 3 0 9 CAPRARA
75 0000692408 7 4 25 ANGELINI
76 0000692503 5 1 16 ZAKI
77 0000692641 4 3 15 CRAPARO
78 0000692773 6 2 20 CASCONE
79 0000692812 6 2 20 STANISCI
80 0000692841 3 3 12 GUERRINI
81 0000693316 4 3 15 ZAMAGNI
82 0000693677 4 6 18 PUCCIA
83 0000694298 6 5 23 MONTICCIOLO
84 0000694685 2 3 9 PIGUREDDU
85 0000694755 2 2 8 KONG
86 0000694770 3 1 10 ERRERA
87 0000695301 4 2 14 GUDUMAC
88 0000695318 7 4 25 CASAGRANDE
89 0000695638 3 4 13 LARUINA
90 0000695691 4 7 19 GUERNELLI
91 0000695809 7 5 26 BOATTINI
92 0000695954 2 2 8 LANDI
93 0000696158 5 5 20 MERLINO
94 0000696177 5 0 15 ROSU
95 0000696279 1 3 6 MURTAS
96 0000696463 4 0 12 DESSI
97 0000696620 0 0 0 0 BONFIGLIOLI
98 0000696646 4 5 2 19 GRAZZI
99 0000697164 2 2 8 HETEMI
100 0000697231 6 6 24 FABBRI
101 0000697337 1 2 5 MELLIA
102 0000697378 4 3 15 ALCANTARA
103 0000697470 5 3 18 FUNARO
104 0000698247 0 0 0 VALENTINI
105 0000698317 1 2 5 SALAROLI
106 0000698354 1 4 7 PRATELLI
107 0000698473 4 6 18 NIZZOLI
108 0000698525 5 9 24 ERRAZI
109 0000698753 6 9 27 STRYCHARCZYK
110 0000699419 6 0 18 PLATANI
111 0000699876 3 2 11 Dembacaj
112 0000699907 4 1 13 MUSIO
113 0000700383 3 3 12 FERRARI
114 0000701112 4 6 18 BAHU
115 0000701146 6 5 23 LOUHICHI
116 0000701160 6 4 22 SATMARI
117 0000701284 1 0 3 ROVERI
118 0000701978 1 5 8 VERSURO
119 0000701981 6 5 23 CECCHI
120 0000702146 4 1 13 PIROWICZ
121 0000702673 5 1 16 MAIDA
122 0000702786 4 2 14 SALVATORE
123 0000703084 6 0 18 TACCONI
124 0000703428 3 2 11 LO
125 0000703800 3 5 14 SCIBILIA
126 0000704851 3 3 12 RAPEZZI
127 0000709488 4 4 16 OLABISI
128 0000710506 0 0 0 MUCCI
129 0900050013 6 4 22 SGARBI
130 0900050051 6 2 20 ABATI
131 0900050532 5 3 18 HUANG
132 0900050569 5 3 18 Tseverndorj
